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Пусть H – подгруппа конечной группы G. Пусть HsG – пересечение всех  тех S-перестновочных 
подгрупп группы  G, которые  содержат  H, и HsG  – подгруппа группы H, порожденная всеми теми 
ее подгруппами, которые являются S-перестановочными G. Пусть F – некоторый класс групп. То-
гда мы говорим, что подгруппа H является FS-вложенной в G, если в G имеется такая подгруппа T, 
что T∈ F и  HsG =HsGT. В данной работе мы изучаем влияние FS-вложенных подгрупп на строение 
конечной группы. В частности, нами доказывается, что конечная группа G сверхразрешима тогда 
и только тогда, когда ее нильпотентная подгруппа  US – вложена в  G.  
Ключевые слова: конечная группа, S-ядро подгруппы, S-перестановочное замыкание подгруппы, 
FS -вложенная подгруппа, силовская подгруппа, разрешимая группа, сверхразрешимая группа, 
нильпотентная группа. 
 
Let H be a subgroup of a finite group G. Let HsG be the intersection of all S-permutable subgroups of G 
which contain H and let HsG be a subgroup of H which is generated by all such subgroups of H which are 
S-permutable in G . Let F be any class of groups. Then we say that a subgroup H is FS -embedded in G 
provided G has a subgroup T such that T∈ F  and  HsG =HsGT. In the given paper we study the influence of 
the  FS -embedded subgroups on the structure of finite groups. In particular, we prove that a finite group G 
is supersoluble if and only if every its  nilpotent subgroup is US -embedded in G .  
Keywords: finite group, S-core of the subgroup, S-permutable closure of the subgroup,  FS -embedded 
subgroup, Sylow subgroup, soluble group, supersoluble group, nilpotent group. 
 
 Введение. Все рассматриваемые в данной работе группы конечны. Символы U и S обо-
значают соответсвенно класс всех сверхразрешимых групп и класс всех разрешимых групп.  
Подгруппа H группы G называется S -квазинормальной или S -перестановочной в G , 
если ,HE EH=  для всякой силовской подгруппы E  из G . 
S -перестановочные подгруппы обладают целым рядом интересных свойств (см. главу 
1 в книге [1]). В частности, S -перестановочные подгруппы образуют подрешетку решетки 
всех подгрупп группы (Кегель [2]). Этот важный факт лежит в основе применений следую-
щих двух конструкций. 
Пусть H – произвольная подгруппа группы G . Пусть sGH – пересечение всех тех S -
перестановочных подгрупп группы G , которые содержат H , и sGH  – подгруппа группы 
H , порожденная всеми теми ее подгруппами, которые являются S -перестановочными G . 
Тогда мы говорим, следуя [3] и [4], что sGH – S -ядро подгруппы H  в G  и sGH – S -
перестановочное замыкание подгруппы H  в G . 
 Понятия S -ядра и S -перестановочного замыкания являются основной мотивацией 
для введения следующего определения. 
 Определение. Пусть F – произвольный непустой класс групп. Тогда мы говорим, что 
подгруппа H  группы G является FS-вложенной в G , если в G  имеется такая подгруппа T , 
что T ∈ F и .sG sGH H T=   
 Значение FS-вложенных подгрупп связано со следующими нашими результатами. 
Теорема A. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда 
 всякая силовская подгруппа  группы G US – вложена в G. 
Теорема B. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда 
 всякая  нильпотентная подгруппа группы G US – вложена в G. 
В работе используются стандартные обозначения, которые при необходимости можно 
найти в книгах [5], [6], [7]. 
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2 Предварительные результаты. Нам понадобятся следующие известные свойства 
S -перестановочных подгрупп, а также S -ядер и S -перестановочных замыканий подгрупп.  
 Лемма 2.1 (Кегель [1]). Пусть G  – группа и H K G≤ ≤ . 
 (1) Если подгруппа H  является S -перестановочной в G , то H  является S -
перестановочной в K . 
 (2) Если H  нормальна в G , то /K H  является S -перестановочной в /G H  в том и 
только в том случае, когда подгруппа K  является S -перестановочной в G . 
 (3) Если H  является S -перестановочной в G , то H  является субнормальной под-
группой в G .  
 Лемма 2.2 [2, лемма 2.4]. Пусть G  – группа и H K G≤ ≤ . 
(1) sGH  является S -перестановочной подгруппой G  и G sGH H≤ . 
 (2) sG sKH H≤ . 
 (3) Если H  нормальна в G , то ( / )( / ) / .s G H sGK H K H=  
 (4) Если H  является либо холловской погруппой в G , либо максимальной подгруп-
пой в G , то .sG GH H=  
 Лемма 2.3 [3, лемма 2.5]. Пусть G  – группа и .H K G≤ ≤  
 (1) sGH  является S -перестановочной подгруппой G  и .sG GH H≤  
 (2) .sK sGH H≤  
 (3) Если H  нормальна в G , то ( / )( / ) / .s G H sGK H K H=  
 (4) Если H  является либо холловской погруппой в G , либо максимальной подгруп-
пой в G , то .sG GH H=  
  Лемма 2.4. Пусть H  – подгруппа группы G .  
 (1) При любом x G∈  имеет место ( ) ( ) .sG x x sGH H=   
 (2) При любом x G∈  имеет место ( ) ( ) .x xsG sGH H=  
 Доказательство. (1) Пусть 1, , tE E…  – множество всех таких S -перестановочных  
подгрупп группы G , которые содержат H . Тогда 
                       1 1( ) ( ) .x sG x x x xt tH H E E E E≤ = ∩ ∩ = ∩ ∩   
 Если E  – такая S -перестановочная подгруппа группы G , что xH E≤ , то 1 ,xH E −≤  где 
1xE
−





=  Следовательно, .xiE E=  Значит, 
 ( ) ( ) .sG x x sGH H=   
Утверждение (2) доказывается аналогично.  
 Лемма 2.5. Пусть T A H≤ ≤  и N  – подгруппы группы G , где H AN=  и N  нор-
мальна в G .  
 (1) Если ,sGsGTA A=  то  
.sG sGsGTH H A N= =  
 (2) Если ,sGTA A=  то  
.sG sGTH H A N= =  
 Доказательство. (1) Понятно, что  
 ,sGsGTNA NA=  
,sG sGNA H≤   
.sG sGH A N≤   
Поскольку при этом ,sG sGT A H≤ ≤  то .sG sGsGTH A N H= =   
 Утверждение (2) доказывается аналогично.  
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 Лемма 2.6. Пусть T A H≤ ≤  и N  – подгруппы группы G , где H AN=  и N  нор-
мальна в G . 
 (1) Если ,sGsGTA A=  то  
( / )
( / )( / ) ( / ) ( / ) .
s G N
s G NH N TN N H N=  
(2) Если ,sGTA A=  то      
( / )( / )( / ) ( / ) .s G NH N TN N H N=  
Доказательство. (1) Согласно лемме 2.5 мы имеем .sG sGH H T=  При этом понятно, 
что .sGN H≤ Следовательно,  
( / )
( / )/ ( / ) ( / )( / ) ( / ) ( / ).
sG s G N
sG s G NH N H N H N TN N H N TN N= = =  
 Утверждение (2) доказывается аналогично.  
 Лемма 2.7. [5, глава III, лемма 11.1]. Если H  – минимальное добавление к нормаль-
ной подгруппе N  группы G , то ( ).H N H∩ ≤ Φ  
Доказательства теорем A и B. 
 Доказательство теоремы A. Достаточно показать, что если всякая силовская под-
группа группы G  FS -вложена в G , то G  разрешима. Предположим, что это неверно и пусть 
G  – контрпример минимального порядка. Пусть 1, , tp p…  – множество всех простых делите-
лей порядка группы G , и пусть iP  – силовская ip -подгруппа в G для всех 1, , .i t= …  
  (1) /G N  разрешима для любой неединичной нормальной подгруппы N  группы G .  
 Пусть /P N  – силовская p -подгруппа в / ,G N  где p  – произвольный простой дели-
тель порядка /G N . Пусть iP  – силовская p -подгруппа из P . Поскольку p  не делит 
| : |G M подгруппа iP  является силовской p -подгруппой в G  и .iP PN=  Согласно условию, 
в группе G  найдется такая разрешимая подгруппа T , для которой имеет место ( ) sGi sG iP T P= . 
Поэтому по лемме 2.5 мы имеем .sGsGP T P=  Следовательно, по лемме 2.6 мы имеем        
      ( / )( / )( / ) ( / ) ( / ) ,s G Ns G NP N TN N P N=  
 где / /TN N T T N∩  – разрешимая группа. Таким образом, условие теоремы сохраняется 
для / ,G N  и поэтому /G N  разрешима в силу выбора группы G .  
 (2) ( ) 1sGi GP ≠  при всех 1, , .i t= …  Предположим, что ( ) 1.sGi GP =  Согласно условию тео-
ремы в группе G  найдется такая разрешимая подгруппа T , что ( ) .sGi i sGP T P=  По лемме 2.3 (4),  
( ) ( ) .i sG i GP P=   
Следовательно, ( ) .sGi i GP T P=  Но  ( ) ( ) 1,sGi G i GP P≤ =  и поэтому sGiP  – разрешимая группа. Бо-
лее того, по лемме 2.3 (4) имеет место  
.sG Gi iP P=   
Значит, обе группы / GiG P  и 
G
iP  разрешимы. Но тогда группа G  разрешима, что противоре-
чит ее выбору. Таким образом, имеет место (2).  
 (3) Если D  – пересечение всех S -пререстановочных замыканий в G  всех силовских 
подгрупп группы G , то /G D  – разрешимая группа.  
Ввиду леммы 2.4 мы имеем  
    1 1(( ) ( ) )x sG x sGx GD P P∈= ∩ ∩ ∩ = 1 1(( ) ( ) ) ( ) ( ) .sG x sG x sG sGx G t G t GP P P P∈∩ ∩ ∩ = ∩ ∩   
Следовательное, согласно (2), /G D  является подпрямым произведением разрешимых 
групп / GiG P , и поэтому /G D  – разрешимая группа. 
 Заключительное противоречие. Пусть p  – простой делитель порядка группы D  и P  – 
силовская p -подгруппа группы G . Тогда в G  имеется такая разрешимая подгруппа T , что 
.sG sGP P T=  Пусть A  – холловская p-подгруппа в T . Тогда A  является холловской  
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p'-подгруппой в .sGP  Так как D  является нормальной подгруппой в ,sGP  то из этого вытека-
ет, что D  имеет холловскую p'-подгруппу. Таким образом, для любого простого делителя p  
порядка  группы D  в этой группе имеется p -дополнение, поэтому D  разрешима по теореме 
Холла [8, глава I, теорема 3.5]. Но тогда, ввиду (3), G  – разрешимая группа. Полученное 
противоречие завершает доказательство теоремы. 
 Доказательство теоремы B. Достаточно показать, что если всякая нильпотентная 
подгруппа группы G US -вложена в G , то G  сверхразрешима. Предположим, что это невер-
но и пусть G  – контрпример минимального порядка.  
 (1) /G N  сверхразрешима для любой неединичной нормальной подгруппы N  группы  G . 
 Пусть /E N  – произвольная нильпотентная подгруппа в / .G N  Пусть H  –
минимальное добавление к N  в E . Тогда ( )H N H∩ ≤ Φ  по лемме 2.7. С другой стороны, 
/ / /E N HN N H H N= ∩  – нильпотентная группа, и поэтому H  нильпотентна. Таким об-
разом, по условию теоремы в G  имеется такая сверхразрешимая подгруппа T , для которой 
имеет место sGT H≤  и .sG sGH H T=  Ввиду леммы 2.5 имеет место 
     ( / )/ ( / ) ( / ,sG s G NH N H N TN N=  
где / /TN N T T N∩  – сверхразрешимая группа. Таким образом, условие теоремы остается 
справедливым для  /G N . Следовательно, ввиду выбора группы G , /G N  сверхразрешима. 
 (2) Каждая собственная подгруппа группы G  сверзразрешима. 
 Пусть ,H E G≤ ≤  где E  – собственная подгруппа группы G  и H  нильпотентна.  
Согласно условию теоремы, в G  имеется такая сверхразрешимая подгруппа T , что sGT H≤  
и  .sG sGH H T=  Из лемм 2.2 и 2.3 вытекает, что sG sEH H≤  и .
sE sGH H≤  Таким образом, 
    ( ) ( ).sE sE sE sEsG sG sEH H H T H H T H H T= ∩ = ∩ = ∩  
Следовательно, условие теоремы выполняется относительно группы E . Поэтому, в силу вы-
бора группы G , E  сверхразрешима. 
 (3) ,G N M= г  где, для некоторого простого числа p , ( ) ( ) ( )G pN C N O G F G= = =  –
минимальная подгруппа группы G  и M  – такая сверхразрешимая максимальная подгруппа в 
G , что | : | .G M p>   
 В силу (2), G  – минимальная несверхразрешимая группа. таким образом, G  – разре-
шимая группа по [5, теорема 26.3]. Пусть N  – произвольная минимальная нормальная под-
группа группы G . Тогда N является p -группой для некоторого простого числа p . Более 
того, в силу (1) и выбора группы G , N  является единственной минимальной нормальной 
подгруппой в G  и UN G=  – сверхразрешимый корадикал группы G . Таким образом, 
( ) ( )G pN C N O G= =  по [8, глава A, теорема 15.2].  
 (4) 1sGQ =  для любой нильпотентной подгруппы Q  группы M . 
 Ввиду леммы 2.3, sGQ  – S -перестановочная подгруппа в G . Следовательно, согласно 
лемме 2.1, sGQ  – субнормальная подгруппа в G . Значит, ( ) 1sGQ F G N M≤ = ∩ =  по [5, след-
ствие 7.7.2].  
 (5) M  не является нильпотентной группой. 
 Предположим, что M  является нильпотентной группой. Тогда по условию в G  име-
ется такая сверхразрешимая подгруппа T , что .sG sGM M T=  Поскольку M  нильпотентна, то 
    ( ) 1sGM M F G M N≤ ∩ = ∩ =   
ввиду лемм 2.1 и 2.2 , и поэтому 1.sGM =  Следовательно, 
sGG M T= =  – свехразрешимая 
группа. Полученное противоречие показывает, что мы имеем (5).  
Заключительное противоречие. Пусть Q  – силовская q -подгруппа группы M , где q  
– наибольший простой делитель  |M|. Согласно (2), G  – минимальная несверхразрешимая 
группа, и поэтому в силу [5, теорема 26.5] выполняются следующие условия: (a) N  является 
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силовской подгруппой в G ; (b) M  является либо примарной группой, либо дисперсивной по 
Оре группой Шмидта. Так как в силу (5) группа M  не является примарной, то M  – группа 
Шмидта. 
 Пусть D  – ненормальная максимальная подгруппа в M . Заметим, что D  – нильпо-
тентная группа, и поэтому  в силу (4), 1.sGD =  Покажем, что .E G=  Прежде заметим, что по-
скольку  sGD D M M≤ ∩ ≤  и D  максимальна в M , то либо ,sGD D M= ∩  либо 
.sGD M M∩ =  Предположим, что имеет место первый случай. Тогда, ввиду лемм 2.1 и 2.3, 
D  нормальна в M , что противоречит выбору подгруппы D . Следовательно, ,sGD M M∩ =  
т.е. .sGM D≤  Значит,  
( ).sG sG sGD D NM M D N= ∩ = ∩  
Если 1,sGD N∩ =  то sGD M= , и поэтому M  субнормальна в G  в силу лемм 2.1 и 2.3. Но 
тогда M  нормальна в G , что влечет .N M≤  Полученное противоречие показывает, что 
1sGD N∩ ≠ , значит, .sGD G=  Следовательно, в силу равенства 1,sGD =  G  сверхразрешима. 
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